O METODO DE VARIACAO DAS CONSTANTES

HELIO BERNARDO LOPES!

O tema das equacbes diferenciais esta presente na esmagadora maioria dos planos de
estudos dos cursos de licenciatura onde se estudam temas matematicos. E o0 mesmo acontece
no ambito de muitos cursos de mestrado e até de doutoramento.

De resto, o tema continua em franco desenvolvimento, muito em particular no subdominio
das equacdes diferenciais as derivadas parciais, € mormente ao nivel das aplica¢cdes a casos
concretos.

Um caso muito particular de equacdes diferenciais é o das equacdes diferenciais
ordinérias, lineares, que sao suscetiveis de se reduzir a forma:

a,(x)y"™ +a,()y" ++a,, ()Y +a,,(X)y+a, (x)y = f(X)
onde a;(x),]J=0,...,m, s&o fungdes reais de variavel real, tal como f (X), e ondey ¢é a

(funcdo) incognita da equacdo, dependente de X e D — R e com valores em R, sendo y(j),

j =1,...,m, as suas derivadas até & ordem m.

Uma tal equacdo diz-se de coeficientes variaveis (com X e D — R), que séo os a; (x), e

completa, se f (X) n&o for ai identicamente nula.

Se os coeficientes a; (x) forem constantes reais, a equagéo anterior diz-se de coeficientes
constantes, escrevendo-se preferencialmente na forma na forma:

Y™ +a Yy kY an gy +ay=1(X)
dizendo-se homogénea se f (x) for identicamente nula, f (X) = 0:

a,y™ +ay "+ ta, Ly +a,,y +a,y=0

A solucgédo geral da equagdo homogénea é facilmente obtenivel por métodos elementares,
comportando, naturalmente, M constantes reais arbitrarias.

No caso mais simples, a solucéo geral da equagcado homogénea sera do tipo:
Yp = Clyl +"'+Cmym

com Cj € R, j=1,...,m, constantes arbitrarias, e Yi j=1,...,m, funcbes reais de variavel
real.

Para se conseguir a solugdo geral da equacdo completa, ha que encontrar uma sua
solucao particular, Yo sendo a solucéo geral da mesma dada por:
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Y=Yn Y, =Gy ++Cryn +Y,.

Em certas situacdes da fungdo f (X) o recurso ao método dos coeficientes indeterminados

permite encontrar uma solucéo particular da equacgéo completa. E o que se passa com a
equacdo de segunda ordem:

y -5y +6y=x’
onde uma solucéo particular podera ser do tipo:
Yo = A’ + AX+ A,

encontrando-se os coeficientes A,, A;,A,e R através do método dos coeficientes
indeterminados.

De um modo assaz frequente, esta metodologia ndo oferece qualquer dificuldade na sua

aplicacdo, em ordem a encontrar a solucdo geral de uma equacdo completa de coeficientes
constantes.

O mesmo n&o se déa se a fungédo f (X) ndo pertencer a um conjunto de fungdes tipicas, que
sdo as que surgem, de um modo muito geral, nas aplica¢des ao nivel escolar.

Seja, por exemplo, a nova equacao:
y +Yy =cosec(x)

que é completa e de terceira ordem, mas em que uma sua solucéo particular ndo pode obter-se
através do método dos coeficientes indeterminados.

A solucédo geral da correspondente equacdo homogénea obtém-se facilmente e é:
y, = C, +C, cos(x) + C,sen(x)

onde C,,C, e C; sdo constantes reais arbitrarias. Ora, a obtencdo de uma solug&o particular

da equacdo completa pode aqui fazer-se por recurso, precisamente, ao método de variacao
das constantes.

Dado que a solucéo geral da equacao homogénea é:
y, = C, +C, cos(x) + C,sen(x)

0 método de variacdo das constantes consiste em supor que uma solucdo particular da
equacdo completa é:

Yy, = C,(x) +C, (x) cos(x) + C,(x)sen(x)
onde as constantes Cj , 1 =1,2,3, ja ndo sdo constantes, mas sim fungdes reais da variavel
independente, X .

Para se determinaremC;(X), j=123, e por ai se chegar a solugéo particular

procurada, ha que resolver o sistema de equacdes lineares em CJ(X) ] =123, que se
mostra de seguida:



C,(x) + C,(x)cos(x) + Cy(x)sen(x) = 0
- C,(x)sen(x) + C,(x)cos(x) = O
— C,(x)cos(x) — C,(x)sen(x) = cosec(Xx)

obtendo-se, de um modo simples:
C,(x)=cosec(x) A C,(x)=-cotg(x) A C,(x)=-1
expressdes que, primitivadas, fornecem:
C,(x) = —In[cosec(x) +cotg(x)] A C,(x) =—In[sen(x)] A C,(x)=-x.
Assim, uma solucao particular da equacao completa considerada é:
y, = —In[cosec(x) + cot g(x)] - In[sen(x)]cos(x) — x.sen(x)
pelo que a solucéo geral da equacgdo completa é:

y=Yy,+Y, =C,+C,cos(x) + C,sen(x)- In[cosec(x) + cot g(x)] — In[sen(x)]cos(x) — Xx.sen(x)

Yh yp

onde Cj e R, j=12,3, sdo constantes arbitrarias.
No caso mais geral de uma equagéo completa de ordem Me N, :

y™ +ay™ +...+a L,y +a_,y +a,y=f(X)

a obtencado de uma sua solugao particular, usando o método de variacao das constantes, faz-
se através da resolugéo do sistema de equacdes lineares nos C;(x), j=1,...,m:

C.(X)Y, + o+ Co(X)Y, =0
C.(X)Y, + o+ Co(X)Y, =0
C,(y"™? + -+ Cu(¥yy ™ = 0
COY™  + o+ CLOYTY = f(0)



encontrando-se as expressoes de C ) (X), por cuja primitivagdo se obtém as correspondentes

de CJ—(X). Substituindo estas expressfes na solugdo geral da equacdo homogénea
correspondente a dada:

Yn :C1y1+"'+cmym

obtém-se uma solucao particular da completa:
Yp =Gy +--+Cr ()Y,
sendo a correspondente solucéo geral:
Y=YntY,-

Note-se que na aplicagdo deste método se admitiu a, =1. Se assim n&o for, bastara
dividir ambos os membros da equacéo (completa) dada por @, # 0.

Este método, embora de modo pouco frequente, é por vezes tratado ao nivel dos cursos
de licenciatura. De todo o modo, e pelo que acaba de mostrar-se, ndo comporta qualquer
dificuldade digna de registo.

Muitissimo mais raro € o seu tratamento no ambito do estudo das equacgdes as diferencas
ordinarias, mormente ao nivel dos cursos de licenciatura.

Designa-se por equagdo as diferengas ordinaria, linear, de ordem MeN,, toda a
expressao que possa reduzir-se a forma:

an,O Yoem T an,lyn+m—l teeet an,m—l Yo T an,m Yo = f (n)

onde a,;, J=0,...,m, s&o termos gerais de sucessdes de N,em R e f (n) é uma funcéo
real de variavel natural.

A semelhanca do que se viu com as equacdes diferenciais, a incognita da equacio é Yo
que é, claro esta, o termo geral de uma sucessao de termos reais.

No caso de f(n)ser identicamente nula, a equacgdo as diferencas diz-se homogénea,
tendo-se, aqui também, que a solugdo geral da equagéo completa - f (n) = 0 - se obtém pela

adicdo da solucdo geral da equacdo homogénea correspondente com uma solucao particular
da equacao completa:

yn = yn,h + yn,p'
No caso mais simples de uma equacdo homogénea, a sua solucéo geral é do tipo:

yn,h = Clyn,l t--t CmYn,m

onde Ynj» Ne N, j=1,...,m, sdo sucessdes de termos em R, e em queCjeR, sdo
constantes arbitrarias.

A semelhanca do que se viu com as equacdes diferenciais, uma solucdo particular da
equacdo completa pode conseguir-se facilmente por recurso ao método dos coeficientes

indeterminados, desde que f (n) apresente certo tipo de estrutura.



Este tipo de situaces é tratado com grande frequéncia ao nivel dos cursos de licenciatura,
mas 0 mesmo se ndo da com o método de variacdo das constantes, de grande utilidade na

generalidade dos casos de f (n).

Neste método admite-se que uma solucao particular da equacao completa é do tipo:

yn,p = Cl(n)yn,l oot Cm (n)yn,m

gue se obtém da solucéo geral da equacdo homogénea correspondente & dada, mas em que
se admite que C;(n), j=1,..,m, ja ndo s&o constantes reais arbitrarias, mas funcées da

variavel natural, n .

Ora, o recurso ao método de variagcao das constantes conduz, no caso de uma equacao as
diferencas completa de ordem M, ao seguinte sistema de quacdes lineares:

ACl(n)yn+l,l +

ACl(n)yn-*—z,l +

ACl(n)ym—m—l,l +

ACl(n)ym—m,l +

ou, escrito na forma matricial:

yn+1,l yn+l,2
Yni21 Y22

yn+m—l,1 yn+m—1,2

_yn+m,1 yn+m,2

+ ACm (n) yn+l,m

+ Ac:m (n) yn+2,m
+ ACm (n) yn+m—1,m

+ AC(M)Ynimm

Yosim | AC,(n)
Ynizm AC,(n)
............. v I
Ynim-im AC, ()
Yormm | LAC,(N)

0

LT ]

onde as incégnitas sdo AC;(n), j =1,...,m, ou seja, as primeiras diferencas de C; (n) .

Dado que a anterior matriz é a matriz de Casorati, K(n+1), -y, ;, j=1,...,m, constitui

um conjunto fundamental de solugBes -, 0 seu determinante,|K(n+1)|, - determinante

casoratiano - nao é nulo.

A solucéo do anterior sistema, ainda na forma matricial, &, pois:



AC,(n) 0]
AC,(n) 0
............... =K n+D|........
AC, ,(n) 0

AC, (n) | f(n)

onde K™(n+1)é ainversa da matriz de Casorati.

Designando por M ,,(n+1) o elemento da linhape da coluna ¢da matriz adjunta
de K(n +1), vird entdo:

AC,(n) = I\|/Ipq(n+l)-

K(n+1)| tm

comp,q e {1m}

As relagBes assim encontradas sdo, como € evidente, as primeiras diferencas de
C,(n),p=1...,m, sendo que sdo os C,(n) que se pretende determinar.

Tal desiderato pode conseguir-se, ao menos, por duas metodologias: a primeira, através

da utilizacdo do operador antidiferenca, At a segunda, a custa de relegar o problema em
causa para o formato de novas equacdes de diferencas de primeira ordem. Expde-se aqui
apenas a primeira metodologia, sendo essencial que se conheg¢a o conceito de antidiferenca.

Assim, se for:

Ay, =X

n n

a antidiferenca de X, é Yy, + C, onde C é uma constante real arbitraria, ou seja:
A'x, =y, +C A CeR.

Note-se que, a semelhanca do operador diferenca, A , também a antidiferenca, A", é um
operador linear, tendo-se AA™ =1, embora, em geral, A"A = 1. Em Luis (2006), pode
encontrar-se um quadro com uma diversidade muito Gtil de expressées de f(n), com as
correspondentes (primeira) diferenca e antidiferenca.

Nestes termos, o recurso ao operador antidiferenca fornece:

o M, (n+1) .
C,(n)=A —|K(n+1)| -f(n) |+ A,

comp=1...,m, A e R constantes arbitrérias, e sendo C,(n,)=C,. Um exemplo simples
ilustra o método acabado de expor.

Seja, entdo, a equacao as diferencas de segunda ordem:

yn+2 +8yn+1 + 7yn = en



que é uma equacao completa, com f (n) =e".
A solucéo geral da correspondente equacdo homogénea:

yn+2 +8yn+1 + 7yn = O

determina-se de modo elementar e vale:

Yon = Ci(=D)" +C, (=7)"

comC,,C, constantes reais arbitrarias. Assim, uma solugéo particular da equagdo completa
obter-se-a por:

yn,p = Cl(n)(_l)n + CZ (n)(_7)n

onde C,(n) e C,(n) s&o agora funcdes da variavel natural, n, que tém de ser determinadas.

Tal objetivo, como se viu atras, consegue-se resolvendo o sistema de equacdes lineares:
AC,(N)(-D™ + AC,(n)(-1)"* = 0
AC,(N(-D™* + AC,(n)(-7)"* = e

em ordem as diferencas, AC, (n) e AC, (n), e valem:

ACl(n):—(_g)n " AC@):%(-%} |

Aplicando agora a estas expressfes o operador antidiferenca, virdo as expressdes de

C,(n)e C,(n):

(-e)" -1 1 e)"
Cl(rl)=m-l—A1 A Cz(n)=—m{(—7j —:I.:|-|—A2

com A, , A, e R constantes arbitrarias.

Introduzindo, finalmente, C,(n) e C,(n) na solugdo geral da equagéo homogénea, obter-
se-a uma solucao particular da equacéao completa inicial:
en (_1) n+l (_7)n
Yo = e+ (e +7)  Be+l)  6(e+7)

Assim, a solucéo geral da equacao completa inicialmente colocada é:
en (_l)n+1 (_7)n
= + =C,(-)"+C,(-N)" + + + :
Yo = Yon * Yo = G (D (=7) (e+1)(e+7) 6(e+1) 6(e+7)

Ynh
Yn,p




Finalmente, importa chamar a atencao para o facto do método de variagdo das constantes
se aplicar também ao caso de equacdes com coeficientes variaveis, bem como ao de sistemas
de equacdes, sejam diferenciais ou as diferencas.

BIBLIOGRAFIA

CosTA, Méario Rui Nunes da, 1995, Equacdes de Diferengas Finitas, FEUP.

FERREIRA, Manuel Alberto e Rui Menezes, 1992, EQUACOES COM DIFERENCAS. Aplicacbes
em problemas de Financas, Economia, Sociologia e Antropologia, Edi¢cdes Silabo, Lda.

Luis, Rafael Domingos Garanito, 2006, Equagdes de diferencas e aplicagdes, Universidade da
Madeira, Departamento de Matemética e Engenharias.

SARAIVA, Maria dos Anjos, 1982, EQUACOES AS DIFERENCAS FINITAS. Aplicagbes a
Economia, Comunicacdes 4, Universidade de Coimbra, Faculdade de Economia.

VELAsCO, Valentim, 1998, EQUACOES FUNCIONAIS DISCRETAS, SPB Editores, Lda.

VILLATE, Jaime E., 2009, Equages Diferenciais e Equagdes de Diferengas, FEUP.



